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Ozet — Bu calismada, yedeksiz tamir edilebilir tek iiniteden olusan bir sistem incelenmistir. Unite ¢alismaya baslar fakat bir
stire sonra bozulur ve tamire gider. tamirden sonra tekrar sisteme geri doner ve ¢aligmaya baslar. Bu sistem i¢in iki durum
mevcuttur. Birinci durum galisma durumu ve ikincisi ise tamir-bakimdir. Durum uzay1 E = {0,1} olup, "0" durumu iinitenin
calismasini "1" durumu ise tamir-bakim durumunu gésterir. Unitenin ¢alisma siiresinin parametresi A ve tamir-bakim siiresinin
parametresi ise u olup her ikisi de iistel dagilima sahiptir. Buna gore sisteme ait Kolmogorov diferansiyel denklemleri elde
edilerek, lineer diferansiyel denklemler yontemi ve Laplace doniisiimii yontemi ile elde edilmistir. Daha sonra gegis olasiliklari
olan m;;(t) (i,j = 0,1)’ler ve bunlarin ortalamalar1 y;;(t)’ler de bulunur. Ayrica bu olasiliklardan 1, (t) nin optimal degeri
(maxmy(t)) ve pyo(t)’m optimal degeri (min p,,(t)) elde edildi. Daha sonra bir 6rnek ile teorik sonuglara ait sayisal
degerler bulunarak grafikler ile gosterildi.

Anahtar kelimeler — Iki durumlu Markov siireci, Lineer diferansiyel denklem, Ileriye dogru Kolmogorov denklemleri,
Optimizasyon.

I. GIRIS
Yedeksiz tamir edilebilir tek tiniteli bir sisteme iliskin bir
¢ok calisma yapilmistir: R. E. Barlow ve L. C. Hunter

ortalamalarin sirastyla giin olarak % =90ve ~=5 ile istel

u
dagilima sahip oldugu belirlenmistir. Bu baglamda
ilgilenmis oldugumuz 7, (t) Ve p,o(t) nin gesitli ve optimal

(1961) galisma ve bozulma durumundan meydana gelen bir
elektronik iiniteye ait ¢aligma ve tamir siirelerinin genel bir
dagilima uymasinin giivenilirlik analizini yapmiglardir. Bhat
(1984) yedeksiz tamir edilebilir tek iiniteli bir sisteme ait
gecis olasiligi ve ortalamasimin denklemlerini vermistir. R.
Malhotra ve G. Taneja (2013) degisen talebe gore tek iiniteli
bir sistemin giivenilirlik ve kullanilabilirligini arastirmistir.
M. S. Kadyan, Promila ve J. Kumar (2014) g¢aligmalarinda
basarisizlik ve onarim(tamir) siireleri, hava kosullarinin
degisme zamani, muayene (yeniden inceleme)zamani ve varis
zamani ile ilgili rasgele degiskenler icin rasgele dagilimlar
g6z Oniine alinarak, tek bir iinite sisteminin bazi Snemli
giivenilirlik ol¢timlerinin degerlendirilmesidir. A. Kumar ve
M. Saini (2014) calismalarinda, belirli bir ¢ zamanindan
sonra herhangi bir bozulma (basarisizlik) olugsmadan bakima
giden tek iiniteli bir sistem i¢in giivenilirlik modeli
gelistirmislerdir, bununla birlikte iinitenin bozulma siiresi,
Onleyici bakim siiresi, degistirme zamani ve tamir siiresi
Weibull dagilim olarak alinmistir.

Bu calismada ise gecis olasiliklart olan m;;(t), (i,j =
0,1)’ler ve bunlarin beklenen siireleri u;;(t)’ler bulunuyor.
Ayrica bu olasiliklardan 7;((t)’min  optimal degeri
max1,(t) Ve Uio(t)’nin optimal degeri min p,,(t) elde
edildi. Konuyla ilgili olarak bir kurumda kullanilan fotokopi
makinesinin ¢alisma ve servis (bakim-tamir) siirelerine ait

degerleri tablolar ve grafiklerle gosterildi.

[I. SISTEMIN TANIMI

Burada yedeksiz tamir edilebilir tek tiniteden olusan bir
sistem incelenmistir. Unite calismaya baslar fakat bir siire
sonra bozulur ve tamire gider. Tamirden sonra tekrar sisteme
geri doner ve caligmaya baglar. Bu sistem i¢in iki durum
mevcuttur. Birinci durum ¢alisma durumu ve ikincisi ise
tamir-bakimdir. Unite bozuluncaya kadar gecen siire A
parametreli iistel dagilima sahiptir bununla birlikte {nite
bozuldugunda (bakim-tamir) ¢alisma diizenine geri donmesi
icin gereken hizmet siiresinin dagilimi da p parametresi ile
iistel dagilima sahiptir. Bu baglamda iinitenin c¢alismasi ve
bozulmasi sirastyla “0” ve “1” durumlarindan meydana gelen
sirekli parametreli kesikli durum uzayli bir Markov
zinciridir.

A. Sisteme Ait Diferansiyel Denklemlerin Elde Edilmesi

Burada durum uzayi E={01} dir. ;)=
P(X(t) =jlX(0) =1i); i,jeE olarak veriliyor. Markov
matrisi veya gecis olasiliklart matrisi de asagidaki gibi
veriliyor.

o1 (1)
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(0,t] ve (t, t+h] zaman araliklarinda gecis icin

Kolmogorov denklemleri kullanilarak,

Tio(t + h) = mp(O[1 —Ah + o(h)] + w1 (O[ph + o()] (1)
1 (t + h) = me(O[Ah + o()] + 73 (D[1 — ph +o()]  (2)

Bulunur. (1) ve (2) denklemleri diizenlenirse ve h — 0
icin denklemler asagidadir:

. mp(t+h) —m(t)  —Ahme(t) + phmy (¢) + o(h)
lim = lim 3)

h—0 h h—0 h

iy (t + h) — ;1 (t) Ahmyo(t) — phmyy () + o(h)
= lim
h—0 h h—0 h

(C))
Boylece bulunan diferansiyel denklemler

Mio(t) = —Amyo(6) + pms () )

1y () = Ao (£) — pmin (1) (6)
Olarak bulunur.

B. Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Markov matrisinin i. satir toplamit.
T[iO(t) + T[il(t) =1 B i = 0,1 (7)

Oldugundan  m(t) =1 —m;(t) almp (5) esitliginde
yerine konursa,

o (t) + (A + e (t) = (8)
(8) denklemi lineer diferansiyel denklemdir. Burada

baglangic degerleri ;,(0) = {(1)' ; z (1)

’

* oldugundan

t
A = eho®+mdx — oA+t pparak (8) denkleminin her iki
tarafi A ile ¢arpilip integrali alinirsa,

e My, (1) =

et 4, i=0,1 (9)

bulunur. i = 0,1 durumlar1 igin ¢;” ler ve m;, (t)’ler agagidaki
gibi elde edilir :
Co = 2 icin ,

A+u
W A
Tl'oo(t) =m+)\+#e A+t (10)
- __*
G = icin,
T woo
myo(t) = FE me @i (11
(7) esitliginden m;y(t) = 1 — 14 (t) alinarak benzer islemler
yapilirsa,
A
mp1(8) = tu Aita Ot (12)
Tl'll(t) =m+}\+‘u€_(}\+”)t (13)

Olarak elde edilir. Ayrica bu sonuglar Laplace ve ters
Laplace yontemiyle de bulunabilir.

C. Limit Olasuliklar
m;;(t) gegis olasiliklarinin limit olasiliklari

. . U

tll_)rg Too(t) = 21_{2) myo(t) = At =m, (14)
ve

}L‘E‘o o1 (8) = }1_210 () = At =m;  (15)

olarak elde edilir.
D. Indikator Siireci

Beklenen gegis siiresini bulmak icin Indikatér siireci
ozelliginden yararlanarak elde edilir:

_ (L X@© =/1X(0) =i}
L (©) = {0, diger durumlar (16)
P(Lj(t) =1) =m; (17)
E[I;;(®)] = m; () (18)
wij(t) = f E[Iij(r)] dt = f m;;(t) dt (19)

t
,U-O()(t) = f 7'[00(7:) dt = e_(l"'#)f] dt
0

f [)\+u+?\+/x

ut A
t) = —— 1 — e~ A+mit 20
Hoo(t) = Py (7\+,u)2[ e ] (20)
Boylece diger durumlar i 1(;1n
ut
t 1— e~ G+t 21
H1o(E) = 7\+H (7\+,U)2[ e ] 21
At A
t 1— e~ 22
o1 (t) = 7\+u (7\+H)2[ e ] (22)
t u
t)=——t———[1 — e 23
111 () A+ u (7\+,u)2[ e ] (23)
Olarak elde edilir. t —» oo alirinsa,
1 1 7
lim — t) = lim - t)y=—-—-= 24
thgotHoo() tgngotulo() it o (24)
1 1
lim — t) = lim — t)y=——= 25
tho})tM01() tgrgtﬂ11() Atu Ty (25)

I1l. GECIiS OLASILIGI VE BEKLENEN GECIS SURESININ
OPTIMiZASYON

A. Gegis Olasiliginin Optimizasyonu

Gegis olasiliklart iginde m,4(t) olasiligi ile ilgileniyoruz
¢linkii {initenin tamir- bakim durumundan ¢alisma durumuna
hizli ge¢mesi gerekir veya bu gecisin yiiksek olasilikla
gerceklesmesi istenir. Bu baglamda asagidaki teoremler
veriliyor.

Teorem 1. Tamir-bakim durumundan ¢alisma durumuna
gecis olasiligi olan m,(t) en yiiksek degeri t — oo iken alir.

Yani,
u

maxmyo(t) = tlirg Tyo(t) = myo(0) = o
Olur.
Ispat. Tamir-bakim durumundan calisma durumuna gecis
olasiligi olan 14 (t);

(26)

I oo
UGS il vl
d(my0(t)) O+
0T et
it ue (27)
ve

42 (13 (6) )

(dltoz ) —uA + e~ AWt <0 (28)

oldugundan 14 (t) nin maksimum degeri vardir. Buna gore,

d(m(t))

= —A+wt — 0
e ,
dt K

e+t =0 (29)
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olur. (29) esitligi de ancak t — oo iken saglanir. Yani (26)
esitligi,
. U
maxtyo(6) = Jim m0(8) = myo(69) = 3~
elde edilir.

B. Beklenen Gegis Siiresinin Optimizasyonu

Bu kisimda initenin tamir- bakim durumundan ¢aligma
durumuna beklenen gecis siiresinin kisa, yani en kisa siirede
calisma durumuna gegmesi gerekir. Bu baglamda asagidaki
Teorem 2 ile minimum beklenen gegis siiresi verilir:

Teorem 2. Tamir-bakim durumundan ¢alisma durumuna
beklenen gegis siiresi olan ;4 (t) minimum degeri t = 0 iken
alir. Yani,

ut 2
= __ " [1- A+t
) min(;0(t)) =0
Ispat.
d(ulo(t)) — u _ 14 e'o‘“‘)t (30)
dt Ad+u A+u
ve
d?(py0(1))
— OV ()t 1
a2 ue >0 (31D

oldugundan p;,(t) minimum degere sahiptir. Buna gore,

dmo@®) _ w ¥
dt Ad+u A+pu

poou
A+pu A4y

e~ A+t —

-(A+u)t

e

1 = e~ A+t

(32)

(32) esitligi t=20 icin saglanir.
mln(‘ulo(t)) = l’tlo(t)lt:O = 0 elde edi"l’.

Yani,

Not: Burada ‘1’ den ‘0’ durumuna beklenen gegis siiresi t >
0 olmas: gerektiginden optimal beklenen gecis siiresi ancak
t — 0 iken gegerli olacak.

IV. NUMERIK ORNEK

Bir kurumda kullanilan fotokopi makinesi ortalama 90 giin
caligtiktan sonra servise (bakim-tamire) gider ve burada
ortalama 5 giin kalir. Bu fotokopi makinesinin ¢aligma siiresi
A parametreli Ustel dagilima sahip ve servis (bakim-tamir)
siiresi de yine p parametreli iistel dagilima sahiptir. Bu
baglamda A = % Ve u = %’dﬁr. t’nin muhtelif degerleri igin
10 (t) Ve uy0(t) asagidaki tablolarda hesaplanmigtir

Tablo 1 . Gegis olasiliklarinin degerleri

t oo (t) o1 (2) 110(t) 1 ()
0 1 0 0 1

1 0,9899834 0,0100166 0,1802993 0,8197007
5 0,9656842 0,0343158 0,6176851 0,3823149
15 0,9495865 0,0504135 0,9074427 0,0925573
25 0,947637 0,052363 0,9425333 0,0574667
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35 0,947401 0,0525991 0,9467829 0,0532171
45 0,9473724 0,0526276 0,9472975 0,0527025
65 0.9473685 | 0.05263152 0.9473674 0.05263262
69 0.9473684 | 0.05263155 0.9473680 0.05263203
75 0.9473684 | 0.05263157 0.9473683 0.05263170
79 0.9473684 | 0.05263158 0.9473684 0.05263163
85 0.9473684 | 0.05263158 0.9473684 0.05263159
90 0.9473684 | 0.05263158 0.9473684 0.05263158
Tablo 2 . Beklenen gegis siiresinin degerleri
t Hoo(D) Mo (D) H10(®) #i(®
0.01 | 0,00999445 | 5.551648e-7 | 9,992967e-6 0,00999007
0.1 0,09994483 | 5,516666e-5 | 0,000992999 0,099007
1 0,9948156 0,0051844 0,0933192 0,9066808
5 4,8993908 0,1006092 1,8109652 3,1890348
15 14,449327 0,550673 9,9121137 5,0878864
25 23,932246 1,0677544 19,219579 5,7804208
35 33,407048 1,5929519 28,673134 6,3268662
45 42,880868 2,11913220 | 38,144380 6,8556198
65 61.8282546 | 3.171745426 | 57.0914176 7.9085823
75 71.3019390 | 3.698060975 | 66.56509755 8.4349025
79 75.0914127 | 3.908587272 | 70.35457089 8.6454291
85 80.7756233 | 4.224376735 | 76.03878124 8.9612188
90 85.5124654 | 4.487534627 | 80.77562329 9.2243767
TU(t)
1 \_‘——

A4

m

09

0,8

51 61 71

81 91

Sekil 1. m;;(t)’lerin t’ye bagli olasilik degerleri

Tuo(t)
1

09
0,8
07
06
05
0,4
03
032

0,1

51 61 71

81 91

Sekil 2. ,4(t) ’nin t’ye bagl olasilik degerleri

wilt)

1 1

21 31 41

51 61 7

81 91

Sekil 3. py;(t) nin t’ye bagl ortalama degerleri
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Hao(t)

920

80

Sekil 4. p,o(t)’nin t’ye bagli ortalama degerleri

Bu oOrnekte t igin m;;(t) ve p;;(t)’nin 90 giinlik
olasilik ve ortalama degerleri dort duruma gore sirasiyla
Tablo 1’ ve Tablo 2° de verilmistir. Ayrica t i¢in 7;;(t)
nin dort durumunun grafigi Sekill de ve mqo(t) Sekil
2’de, bununla birlikte u;;(t)’nin grafigi Sekil 3’te ve
U1 (t) nin grafigi de Sekil 4’te verilmistir. Bu Tablolar
ve grafiklerin olusturulmasinda R paket programi
kullanilmastir.

IV. SONUC

Bu ¢aligmada tamir-bakim durumundan ¢alisma durumuna
gecisle ilgilendigimizden m,4(t) ve u,(t) fonksiyonlari ve
bunlarin niimerik degerleri incelendi. Teorem 1’de
10(t) nin optimal degeri olan max((m,,)) = 0,9474’ tiir.
Tablo 1 ve Sekil 2°de gosterildigi gibi t arttikga 1,4 (t)
olasiligt da artmaktadir. t = oo i¢in 0.9474 olur. Sekil 2’den
1o (t) olastliginin t > 40 i¢in duraganlagtigi goriliir. Ayrica
Sekil 1’den (14) esitliginden ¢alisma durumundan caligma
durumuna ve tamir-bakim durumundan c¢alisma durumuna
limit olasiliklarinin esit oldugu goriiliir.

Uqo(t) ortalama siirenin minimum olmasi istenir: Tamir-
bakim durumundan ¢alisma durumuna ortalama geg¢isin en
kisa zamanda gergeklesmesi bu siirenin optimal degeridir. Bu
baglamda Teorem 2 ve ispatt 4. bolimde verildi. Yani,
U1o(t) nin optimal degerinin min(,uw(t)) = U1o(O)]t=0 =
0 oldugu gosterildi. Ancak herhangi bir durumdan diger bir
duruma geg¢mek igint > 0 olmali ve bu baglamda optimal
siire olarak ta t — 0 alinmalidir. Siire arttikga ;;(t)’lerin de
arttig1 Tablo 2 ve Sekil 3’°te gosterildi.

Tablo 2’ deki t nin degerlerine gore t # 0 ve t = 0.01
igin en kiicik degere sahip olur.Yani, (;,(0.01) =
9.992967¢e — 6 oldugu gortiliir.
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